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Zufallsphasenndherung: der Herr der Ringe in der Quantenchemie. Korrelationsverfahren fiir grofSe

Systeme: Neue effiziente wellenfunktionsbasierte Techniken ergdnzen die Dichtefunktionalmethoden.

Molekulare Elektronik und Spintronik: Experimente treiben theoretische Entwicklungen an; gleichzeitig

fiihren theoretische Fortschritte zu Vorschldgen fiir das Experiment.

Zufallsphasenndherung

& Die
(Random Phase Approximation,
RPA) in Kombination mit Kohn-
Sham-Dichtefunktionalmethoden
hat sich in den letzten Jahren als

Zufallsphasenndherung

ein neues Verfahren etabliert, um
die elektronische Struktur von Mo-
lekulen und Festkorpern zu be-
schreiben. Im Gegensatz zu gingi-
gen Ab-initio-Wellenfunktionsver-
fahren wie Konfigurationswechsel-
wirkungsverfahren oder Coupled-
Cluster-Methoden skaliert die RPA
sehr giinstig mit der SystemgrofSe
N, und zwar mit N*log(N). Zudem
beschreibt sie viele thermodynami-
sche und elektronische Eigenschaf-
ten genauer als konventionelle
Dichtefunktionalmethoden. Dari-
ber hinaus berticksichtigt sie nicht
nur dynamische, sondern auch sta-
tische Elektronenkorrelationseffek-
te, letzteres auch bei grofen Syste-
men mit kleiner oder verschwin-
dender Bandliicke.

In der frithen 1950er Jahren ver-
offentlichten Bohm und Pines eine
Reihe von Arbeiten tiber die , Kol-
lektive Beschreibung der Elektro-
nenwechselwirkungen® im homo-
genen Elektronengas. Ihre quan-
tenmechanische Arbeit" beschreibt
diese Wechselwirkungen mit ei-
nem gekoppelten harmonischen
Oszillatormodell fur die langreich-
weitigen Plasmaoszillationen und
einer zusatzlichen kurzreichweiti-
gen Korrektur. Diese Naherung ba-

siert darauf, dass Kreuzterme aus
Dichteoszillationen mit verschiede-
nen stochastischen Phasen ver-
nachlassigbar sind oder sich im
Energiemittel autheben, daher der
Name
(Random Phase Approximation,
RPA). Spater wurde gezeigt, dass
die RPA-Wechselwirkungsenergie
durch die Summe aller Feynman-
Diagramme, die eine Ringform auf-
weisen, beschrieben werden kann
(Abbildung 1).2

Abbildung 1 zeigt alle Vakuum-
amplitudendiagramme bis zur vier-
ten Ordnung. Die RPA-Korrelati-
onsenergie enthalt alle Ringe dieser
Form, das heifSt bis zur unendli-
chen Ordnung. Ein einzelnes Dia-
gramm beschreibt einen quasi-phy-
sikalischen Prozess,”
Elektronen entlang der grinen
Pfeile vorwarts (Pfeil nach oben)
oder ruckwarts in der Zeit (Pfeil
nach unten) bewegen. An den Stel-
len, die durch eine rote Schlangen-
linie markiert sind, tauschen je-
weils zwei Elektronen ein virtuelles
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in dem sich

Photon aus. Da nun die Zustinde
der Elektronen nicht kontinuier-
lich, sondern diskret, also gequan-
telt, sind, ist bei der Auswertung
der oberen Diagramme Ttiber alle
diese Zustinde (Orbitale) zu sum-
mieren. Dabei sind die nach unten
gerichteten Pfeile Lochzustande
oder auch besetzte Niveaus unter-

halb des Fermi-Niveaus und die

nach oben gerichteten Pfeile Teil-
chenzustainde oder unbesetzte Ni-
veaus oberhalb des Fermi-Niveaus.
Durch einfache Regeln® lassen
sich damit alle Diagramme in ent-
sprechende algebraische Ausdrii-
cke transformieren.

Dass tiberhaupt eine unendliche
Summe von Wechselwirkungspro-
zessen notig ist, um ein quanten-
Vielteilchensystem
zu beschreiben, hat
Grund: Bei der Beschreibung eines
Vorgangs — zum Beispiel: ein Elek-
tron fliegt von A nach B — muss
nicht nur ein einziger moglicher
Pfad, sondern missen alle Pfade

berucksichtigt werden. In Feyn-
2b)

mechanisches
folgenden

mans Worten: Statt dass ein
Elektron den direkten Weg von A
nach B nimmt, gibt es auch eine ge-
wisse Wahrscheinlichkeit fur den
Pfad, dass A zuerst zum Mond
fliegt, von dort aus zum Jupiter,
diesen dreimal umkreist und dann
erst bei B anlangt. Erst mit der
Summe tuber alle diese Prozesse
(Wahrscheinlichkeitsamplituden)
lassen sich physikalische Observa-
blen ausrechnen, daher ist ein ein-
zelner solcher Prozess nur als qua-
si-physikalischer Prozess zu verste-
hen. Da es unmoglich ist, in einer
Rechnung alle Pfade zu summie-
ren, versuchen quantenchemische
Naherungen wie die RPA, nur sol-
che Terme zu berucksichtigen, die
eine grofSere Wahrscheinlichkeits-
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amplitude haben als andere. So hat
der direkte Pfad von A nach B si-
cherlich eine hohere Wahrschein-
lichkeitsamplitude als die oben
skizzierte Reise durch das Sonnen-
system.

Kombination mit DFT

@ Wieso findet die RPA-Methode
in den letzten Jahren wieder ver-
breitet Anwendung, um den elek-
tronischen Grundzustand von Mo-
lekulen zu beschreiben? Immerhin
sind die Verodffentlichungen tber
die Behandlung der kollektiven Ei-
genschaften des homogenen Elek-
tronengases von Bohm und Pines
etwa 60 Jahre alt. Die ersten An-
wendungen der RPA fir molekula-
re Systeme von McLachlan und Ball
stammen aus den 1960er Jahren.”
In der Folgezeit sind die Veroffent-
lichungen tuber Anwendungen der
(Grundzustands-)RPA  in  der
Quantenchemie spirlich.

Fur die Berechnung der Terme in
der RPA-Korrelationsenergie ist
iber Einlektronenzustande (Orbi-
tale) zu summieren. Diese Finelek-
tronenzustinde miissen aber fur
die Berechnung der RPA-Energie
im Voraus bekannt sein. In den al-
lermeisten historischen Anwen-
dungen der RPA dienten hierfur
Orbitale aus der Hartree-Fock-Me-
thode. Neuere RPA-Methoden, die
auf Orbitalen aus Kohn-Sham-
(KS)-Dichtefunktionalmethoden
basieren, beschreiben die Elektro-
nenstruktur von Molekilen aller-
dings deutlich besser. Um dies zu
verstehen, ist es nutzlich, die RPA-
Korrelationsenergie tiber das Adia-
batische-Verknupfungs-Fluktuati-
ons-Dissipationstheorem  abzulei-
ten.” In diesem wird das nicht-
wechselwirkende mit dem wech-
selwirkenden Teilchensystem tiber
einen adiabatischen Pfad so ver-
kniipft, dass die Dichte von beiden
Systemen entlang des Pfades iden-
tisch ist. Uberraschenderweise ist
in der RPA-Néherung dieses Ver-
fahren identisch zu dem oben skiz-
zierten storungstheoretischen Ver-
fahren.” Da die Kohn-Sham-Elek-
tronendichte selbst mit genaherten
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Abb. 1. Vakuumamplitudendiagramme 2., 3. und 4. Ordnung, die zur RPA-Energie beitragen.

Dichtefunktionalen (im Fall von
exakter KS ist auch die KS-Dichte
per Definition exakt) besser mit
der exakten Dichte tibereinstimmt
als die Hartree-Fock-Elektronen-
dichte, beschreibt auch die adiaba-
tische Verkniipfung des KS-Pseu-
doteilchensystems mit dem wech-
selwirkenden  Vielteilchensystem
die Elektronenwechselwirkungen
besser.?

Die RPA-Methode basierend auf
Kohn-Sham-DFT beschreibt nicht
nur dynamische Elektronenkorre-
lationseffekte — wichtig etwa fur
die Beschreibung von nichtkova-
lenten Wechselwirkungen von Mo-
lekiilen® oder in molekularen Kris-
tallen” — sondern auch statische
Elektronenkorrelationseffekte qua-
litativ korrekt.®'? Solche Effekte
sind bei Systemen mit kleiner Ho-
MO-LuMo-Lucke wichtig, also gene-
rell bei Ubergangsmetallkomple-
xen, metallischen Systemen oder
bei der Bindungsberechnung von
Ein- und Merhrfachbindungen.
Solche Falle lassen sich sonst nur
mit sehr teuren Multireferenzver-
fahren beschreiben, Standard-Ein-
fachreferemzethoden wund selbst
Standard-DFT-Verfahren versagen
in der Regel bei molekularen Syste-
men mit kleinem Homo-Lumo-Ab-
stand.

Die Vielseitigkeit und Genauig-
keit der RPA-Methode fiir die Be-
schreibung von Korrelationswech-
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selwirkungen ist einer der wich-
tigsten Grunde fur die zunehmen-
de Beliebtheit des Verfahrens. Eine
Einschrankung ist allerdings, dass
die RPA-Methode bei der Beschrei-
bung des Bindungsbruchs in Syste-
men mit ungerader Elektronenzahl
wie dem H,*-Molekil versagt.”'”
Der Grund liegt darin, dass in den
Summen tber Einteilchenzustande
auch solche Terme auftauchen, in
denen zwei Elektronen im gleichen
Zustand miteinander wechselwir-
ken. Dieser Selbstkorrelationseffekt
verletzt das Paulische Ausschlie-
Sungsprinzip fur fermionische
Vielteilchensysteme. Am deutlichs-
ten wird dieser Fehler des RPA-Ver-
fahrens bei Einelektronensyste-
men, fur welche die RPA-Korrelati-
onsenergie einen Wert ungleich
von Null annimmt® Als Folge
hiervon werden auch die Stirke
von ionischen und kovalenten Bin-
dungen in der RPA systematisch
unterschatzt. '

Um dieses Problem zu beheben,
sind Austauschbeitrage in der RPA-
Korrelationsenergie einzubeziehen.
Neben den in Abbildung 1 gezeig-
ten direkten Wechselwirkungen ist
also auch zu berticksichtigen, dass
die Elektronen nach dem Zusam-
menstof$ ihre Platze tauschen. Bei-
spiele fur entsprechende Austausch-
Energiediagramme zeigt Abbildung
2 (S. 322). Solche Wechselwirkun-
gen lassen sich in vielen unter-
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Abb. 2. Austausch-Vakuumamplitudendiagramme 2. und 3. Ordnung.

schiedlichen Varianten beschrei-
ben, und so wurden eine Reihe von
Austausch-RPA-Verfahren  entwi-
ckelt. ¥ Diese Methoden sind
zwar rechenaufwendiger als das
RPA-Verfahren, aber haufig genau-
er, etwa fur intermolekulare Wech-

11,13)

selwirkungsenergien, chemi-

3 oder

sche Reaktionsenergien'
Atomisierungsenergien.'” Dartiber
hinaus besitzen beispielsweise das
SOSEX-Verfahren” oder auch das
RPAX2-Verfahren'” immer noch
ein im Verhaltnis gunstiges Skalie-
rungsverhalten von N° mit der Mo-
lekulgrofie N.

Eine Alternative, um Austausch-
effekte nicht explizit, sondern indi-
rekt durch bekannte Eigenschaften
des Austauschlochs zu beschrei-
ben, ist das RXH-Verfahren von
Gould.'” Dieses Verfahren erfor-
dert den gleichen Rechenaufwand
wie RPA, liefert fiir eine Auswahl
von Atomen aber deutlich bessere
Korrelationsenergien und Cg-Dis-
persionskoeffizienten.!” Ob dies
auch fur molekulare Systeme zu-
trifft, wurde allerdings noch nicht
untersucht.

Skalierung
und Basissatzkonvergenz

@ Ein weiterer wesentlicher As-
pekt neben der Genauigkeit einer
Methode, den die Quantenchemie
berticksichtigen muss, ist die An-
wendbarkeit der Methode fur gro-
e Systeme. Der Rechenaufwand
far die Auswertung der Terme in
Abbildung 1 ist im Vergleich zu
Standard-ab-initio-Verfahren = wie
Storungstheorieverfahren zweiter
Ordnung (N°) oder Coupled-Clus-
ter-Methoden (mindestens N°) au-
Rerst gunstig: Er wachst nur mit

N'og(N)."” Gegenwartig existie-
ren bereits eine Reihe von effizien-
ten Implementierungen des RPA-
Verfahrens in unterschiedlichen
Computerprogrammen fir Mole-
kitle>> und Festkorper.!11®

Mit der Implementierung von
Eshuis et al. kann man die RPA-
Korrelationsenergie fur Tetracen
(ein System mit 120 Elektronen)
innerhalb von etwa einer Viertel-
stunde auf einem 2,8-GHz-Rechner
berechnen — und das bei einem mo-
deraten Bedarf an Arbeitsspeicher
von 900 MB." Dies ist gut genug,
um selbst Strukturoptimierungen
fur sehr grofSe molekulare Systeme
durchzustehen.

Zusitzlich zur Skalierung ist al-
lerdings zu berticksichtigen, wie
schnell die RPA-Energie mit der
Grofle des Basissatzes, der fur die
Darstellung der Orbitale verwendet
wird, konvergiert. Da das RPA-Ver-
fahren ebenso wie Standard-Wel-
lenfunktionsmethoden den inter-
elektronischen Cusp der Paarkor-
relationsfunktion explizit beschrei-
ben, ist auch die Basissatzkonver-
genz in beiden Féllen de facto iden-
tisch. Sie lasst sich durch eine in-
vers kubische Funktion der Kardi-
nalzahl des Atombasissatzes be-
schreiben.'” Das bedeutet, dass ge-
wohlich sehr grofe Basissitze®
oder Basissatzextrapolationsverfah-

1317 in Kombination mit der

ren
RPA verwendet werden mussen.
Ansonsten wiaren die mit der RPA
berechneten FEigenschaften mit ei-
nem Basissatzfehler behaftet.

Eine andere Abhilfe fur das Ba-
sissatzkonvergenzproblem sind die
bereichsseparierten Verfahren. Sie
spalten den Coulomb-Operator in
einen kurz- und langreichweitigen
Teil auf und beschreiben dann die

kurzreichweitigen Wechselwirkun-
gen mit semilokalen Dichtefunk-
tionalen; langreichweitige Wech-
selwirkungen werden dagegen mit
expliziten Wellenfunktions- oder
RPA-Methoden beschrieben.”®!”
Da damit ein grofSer Teil der dyna-
mischen Elektronenkorrelation auf
konventionellem DFT-Niveau be-
schrieben wird, ist die Basissatz-
konvergenz im Vergleich zu Wel-
lenfunktionsverfahren  schneller.
Verschiedene Varianten dieser be-
reichsseparierten ~ Verfahren be-
schreiben intermolekulare Wech-

selwirkungen'®'” und Atomisie-
rungsenergien” mit sehr guter Ge-
nauigkeit.

Fazit

@ Zusammenfassend kann man
sagen, dass sich das urspriinglich
zur Beschreibung des homogenen
Elektronengases entwickelte RPA-
Verfahren mittlerweile auch in der
molekularen Welt als ein nutzli-
ches Elektronenstrukturverfahren
etabliert hat. Die Kombination der
RPA mit Kohn-Sham-Dichtefunk-
tionalmethoden beschreibt sowohl
dynamische als auch statische
Elektronenkorrelationseffekte und
ist, im Unterschied zu vielen neue-
ren Dichtefunktionalen, frei von
empirischen Parametern. Freilich
konnen die in der RPA verwende-
ten Orbitale aus empirischen
Funktionalen stammen, allerdings
gibt es bereits auch einige wenige
selbstkonsistente Implementierun-
gen des RPA-Verfahrens, welche die
Kohn-Sham-Orbitale so optimie-
ren, dass die RPA-Energie mini-
miert wird.?® Solche RPA-Metho-
den wiren dann auch im Wortsinn
Ab-initio-Verfahren.

Der entscheidende Vorteil ge-
geniber gingigen DFI-Methoden
ist damit die Moglichkeit einer sys-
tematischen Verbesserbarkeit der
Methode, wie anhand einiger Bei-
spiele in diesem Trendbericht skiz-
ziert wurde. Es ist daher zu erwar-
ten, dass sich RPA-Verfahren in ver-
schiedenen Varianten zu einem
neuen Standard in der Quanten-
chemie entwickeln werden.
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Korrelationsverfahren fiir groBe Systeme

@ Zur In-silico-Modellierung che-
mischer Fragen dienen heute meist
Methoden auf Basis der Dichte-
funktionaltheorie (DFT), da diese
verlasslich und gleichzeitig effi-
zient sind. In manchen Fillen un-
terscheiden sich die Ergebnisse
verschiedener DFT-Verfahren je-
doch stark, und es ist nicht eindeu-
tig, welches Funktional die opti-
male Genauigkeit liefert. Aus die-
sem Grund ist es wiinschenswert,
die DFT-Ergebnisse mit einer an-
deren Methode zu tiberprufen und
so die Qualitat der Rechnung si-
cherzustellen. Fur Systeme mit
Single-Referenz-Charakter kommt
zu diesem Zweck die Coupled-Clus-
ter-Methode mit Einfach-, Zwei-
fach- und storungstheoretischen
Dreifachanregungen (CCSD(T)) in
Kombination mit einer ausrei-
chend groflen Einteilchenbasis in
Frage. Der rechentechnische Auf-
wand der CCSD(T)-Methode ist
wegen der ungtinstigen Skalierung
der Methode bezogen auf die Di-
mension der Einteilchenbasis (N)
enorm. Daher werden CCSD(T)-
Rechnungen mit wachsender Sys-
temgrofse schnell zeitaufwendig.
Aufgrund ihres Skalierungsverhal-
tens mit N” ist der Anwendungsbe-
reich der CCSD(T)-Methode im-
mer noch auf kleine Systeme be-
schrankt — trotz der enormen Er-
rungenschaften in der Hardware-
der
N7-Skalierung lasst sich die Sys-

entwicklung.  Aufgrund
temgrofSe selbst bei einer Erho-
hung der Rechenleistung auf das
100-fache lediglich verdoppeln.
Dieses Skalierungsverhalten zu-
sammen mit der Notwendigkeit,
auch grofSe Molekule genau be-
schreiben zu konnen, sind der Aus-
gangspunkt eines groflen, aktuel-
len Forschungsgebiets der theoreti-
schen Chemie — die Entwicklung
niedrig skalierender wellenfunkti-

Rechenverfahren.'™®

onsbasierter
Wegen ihrer hohen intrinsischen
Genauigkeit wird sehr haufig ver-
sucht, die CCSD(T)-Methode effi-

zienter zu implementieren.*'? Al-
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ternativ zur Effizienzsteigerung der
Wellenfunktionsmethoden — wird
versucht, die Genauigkeit der DFT-
basierten Methoden zu verbes-
Sern.13,14)

Auf lange Sicht sind beide Ent-
wicklungsrichtungen wichtig und
notwendig, da konzeptionell un-
terschiedliche
mit hoher Genauigkeit entwickelt

Rechenverfahren

werden. Falls die Ergebnisse solch
unterschiedlicher Verfahren tuber-
einstimmen, ist dies ein Indiz fur
die Richtigkeit des Resultats. Es
ist ndmlich unwahrscheinlich,
dass in konzeptionell verschiede-
nen Methoden der gleiche Fehler

auftritt.

Die Korrelationsenergie

@ In der Quantenchemie wird die
exakte Losung der nicht-relativisti-
schen Schrodinger-Gleichung in
der Born-Oppenheimer-Naherung
héufig in zwei Beitrage zerlegt:
Zum einen in die Hartree-Fock-
Energie und zum anderen in die
Korrelationsenergie. Die CCSD(T)-
Methode ist ein Verfahren, das die
Korrelationsenergie naherungswei-
se bestimmt. Fur grofse Molekiile
ist der rechentechnische Aufwand
fir Eyr wegen der geringeren Ska-
lierung vernachlassigbar im Ver-
gleich zum Aufwand fur Eg,,,. Da-
her konzentrieren sich viele Nahe-
rungsverfahren ausschlieSlich auf

die Korrelationsenergie."*>%

Skalierung verringern:
Lokale Korrelationsmethoden

@ Lokale Korrelationsmethoden
verwenden haufig eine Basis aus lo-
kalisierten Molekulorbitalen. In
dieser Basis ist es moglich, die Bei-
trage der Elektronen nach dem Ab-
stand zu klassifizieren und Nahe-
rungen einzufithren, ohne die Ge-
nauigkeit der Korrelationsenergie
zu stark einzuschrianken. Hierbei
hilft, dass die Elektronenkorrelati-
on kurzreichweitig ist, sie féllt also
schnell mit dem Abstand der Elek-




