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Subsystem- und Einbettungsmethoden

steigert dies die Effizienz zum Teil 
erheblich. 

In den Subsystemrechnungen 
taucht neben dem effektiven Po-
tenzial für das jeweilige Subsystem 
auch ein Einbettungspotenzial auf. 
Dieses gibt den Einfluss aller ande-
ren Fragmente auf das betrachtete 
Subsystem wieder. Dieses Einbet-
tungspotenzial hängt nur von der 
Elektronendichte der Umgebung 
ab und enthält neben Coulomb- 
und Austausch-Korrelationswech-
selwirkungen Beiträge aus einem 
nicht-additiven kinetischen Ener-
giepotenzial. Dieses hängt mit der 
Pauli-Repulsion der Subsysteme 
zusammen und verschwindet bei 
wechselseitig orthogonalen Mole-
külorbitalen zwischen den Subsys-
temen. Wie für die Austauschkor-
relationsenergie gilt auch für die 
nicht-additive kinetische Energie 
und das zugehörige Potenzial, dass 
die explizite Form als Funktional 
der Elektronendichte (abgesehen 
von Spezialfällen) unbekannt ist. 
In der Praxis muss es daher durch 
Näherungen beschrieben werden. 
Allerdings lassen sich auf Umwe-
gen „exakte“ Potenziale erhalten 
(siehe unten).

Sind die Eigenschaften einer 
bestimmten, aktiven Untereinheit 
Gegenstand des Interesses, emp-
fiehlt sich eine Aufteilung in die 
Elektronendichte des aktiven Sub-
systems und die seiner Umge-

bung. Im einfachsten Fall lässt 
sich dann eine Näherung für die 
Elektronendichte der Umgebung 
erzeugen, die während der Be-
rechnung der Eigenschaften des 
aktiven Subsystems eingefroren 
wird (frozen density embedding, 
FDE).3) Optional beschreibt FDE 
über ein iteratives Einfrieren und 
Auftauen der Teil elektronen dich -
ten die wechselseitige Polarisation 
der Subsysteme selbstkonsistent 
und wird dann äquivalent zur 
 variationellen Subsystem-Dichte-
funktionaltheorie. Nachdem sich 
anfängliche Arbeiten in der Sub-
system-DFT hauptsächlich auf die 
Berechnung von Energien kon-
zentrierten, sind in den vergange-
nen Jahren Erweiterungen für mo-
lekulare Eigenschaften entwickelt 
worden.4)

Elektronisch angeregte Zustände

S Eine Verallgemeinerung des 
FDE-Verfahrens auf elektronisch 
angeregte Zustände entwickelten 
Casida und Wesolowski zunächst 
formal.5) Anschließend wurde es 
mit einer Näherung, die von einer 
auf einem Subsystem lokalisierten 
Anregung ausgeht, praktisch um-
gesetzt.6) Diese Variante der zeit-
abhängigen Dichtefunktionaltheo-
rie (time-dependent density-
functional theory, TDDFT) wurde 
zwischenzeitlich zu einer Subsys-
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S Sollen ausgedehnte molekulare 
Systeme wie Biomoleküle, Mole-
külaggregate oder Adsorbate quan-
tenchemisch untersucht werden, 
macht der hohe Rechenzeitauf-
wand in der Regel Näherungen er-
forderlich. Dazu gehören Einbet-
tungsmethoden und fragmentba-
sierte Verfahren mit effektiven, 
häufig parametrisierten Wechsel-
wirkungen. In der Vergangenheit 
wurden dafür viele unterschiedli-
che Methoden vorgeschlagen, un-
ter anderem quantenmechanisch-
molekülmechanische Hybridver-
fahren (QM/MM).

Eine besondere Rolle spielt hier 
die Dichtefunktionaltheorie (DFT), 
die es erlaubt, eine formal exakte 
Referenz für Einbettungsverfahren 
zu definieren. In den 1980er und 
1990er Jahren wurden selbstkon-
sistente Subsystem-DFT-Methoden 
entwickelt, mit der Idee, die Elek-
tronendichte in Fragmentbeiträge 
aufzuteilen. Je ein effektives Sys-
tem nicht-wechselwirkender Teil-
chen repräsentiert dann die jeweili-
gen Fragmente.1,2) Statt einer 
Kohn-Sham-DFT-Rechnung für das 
gesamte System, wie in der am wei-
testen verbreiteten Variante der 
DFT üblich, werden dabei Kohn-
Sham-artige Gleichungen für jedes 
Subsystem einzeln gelöst. Wegen 
des nichtlinearen Skalierungsver-
haltens des Rechenzeitaufwands 
von Kohn-Sham-DFT-Rechnungen 
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tem-TDDFT-Methode verallgemei-
nert, die auch delokalisierte Anre-
gungen in Aggregaten mit vielen 
Subsystemen beschreibt.7) Aktuell 
wird diese leistungsfähige Metho-
de in unterschiedlichen Bereichen 
benutzt. Die auf lokalisierte Anre-
gungen beschränkte Variante er-
wies sich beispielsweise bei der 
Berechnung der Absorptionsei-
genschaften von Fluorenon in 
Zeolith L als nützlich.8) Die effi-
ziente Näherung für die Elektro-
nendichte eines Zeolithmodells 
mit mehr als 1300 Atomen mach-
te hier Berechnungen an mehre-
ren hundert Konfigurationen aus 
einer Molekulardynamiksimulati-
on möglich. Auch die für gekop-
pelte Anregungen anwendbare 
Subsystem-TDDFT-Variante lässt 
sich leicht auf Systeme mit meh-
reren tausend Atomen anwen-
den.4) So wurde beispielsweise 
durch In-silico-Mutation die Rolle 
einzelner Chlorophyllmoleküle 
im Netzwerk gekoppelter Pig-
mente des photosynthetischen 
Lichtsammelkomplexes grüner 
Pflanzen (LHC-II) untersucht 
(Abbildung 1).9)

TDDFT-Standardnäherungen sind 
für bestimmte Arten elektronischer 
Anregungen eher ungeeignet. Zu-
dem beeinflusst die Umgebung der 
Chromophore elektronisch ange-
regte Zustände mitunter stark. Da 
daher die Beschreibung relativ gro-
ßer Systeme nötig ist, richten sich 
aktuelle Entwicklungen auf DFT-
basierte Einbettungspotenziale in 
hochkorrelierten Wellenfunktions-
(WF)-Methoden, um elektronische 
Übergänge zu berechnen. Der Vor-
schlag, solche WF/DFT-Einbet-
tungsverfahren für angeregte Zu-
stände zu nutzen, stammt ur-
sprünglich von Carter und Mitar-
beitern;10) mittlerweile wurde er 
auch formal untersucht.11) Eine 
konsistente Ableitung von Subsys-
tem-DFT und WF/DFT-Einbet-
tungsmethoden basierend auf ei-
nem Quasienergieformalismus, der 
auch elektronisch angeregte Zu-
stände und molekulare Response-
Eigenschaften umfasst, wurde 
kürzlich vorgestellt.12,13)

Abb. 1. Absorptionsspektrum eines Netzwerks gekoppelter Chlorophyll-Moleküle (unten) aus dem Lichtsammel-

komplex LHCII grüner Pflanzen, erhalten mit der zeitabhängigen Variante der Subsystem-Dichtefunktionaltheorie 

(SAOP/PW91k/TZP). In einem ersten Schritt wurden dabei die (hypothetischen) lokalen Anregungen der einzelnen 

Pigmentmoleküle in ihrer jeweiligen Umgebung berechnet (unteres Spektrum). Im zweiten Schritt wurden Wech-

selwirkungen der einzelnen angeregten Zustände untereinander (Exziton-Kopplungen) berücksichtigt, die zu einer 

Mischung der lokalen Anregungen führen (oberes Spektrum). Die Beiträge der einzelnen Moleküle zu den Anregungen 

zeigt die Farbkodierung in den Strichspektren. X
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„Exakte“ Einbettungspotenziale

S Subsystem-DFT-Verfahren erfor-
dern eine Näherung für die nicht-
additive kinetische Energie sowie 
das daraus abgeleitete Potenzial. 
Während für schwach gebundene 
Subsysteme – beispielsweise Mole-
küle in Lösung – die Näherungen 
oft gute Erfolge erzielen, stellt sich 
speziell für kovalent gebundene 
Subsysteme die Frage, ob es tatsäch-
lich ein lokales Einbettungspotenzi-
al gibt, das den Effekt der Umge-
bung auf ein aktives System hinrei-
chend gut beschreibt. Beispielsweise 
wäre es vorteilhaft, die Elektronen-
dichte eines Proteins aus Rechnun-
gen an einzelnen Aminosäuren zu-
sammensetzen zu können. 

Den Durchbruch bei dieser Fra-
ge liefern Potenzialrekonstrukti-
onsverfahren. Sie erlauben es, opti-
mierte effektive Potenziale (OEP) 
zu berechnen und so beispielsweise 
die Elektronendichten aus Kohn-
Sham-DFT-Rechnungen am Ge-
samtsystem auf Basis kovalent ge-
bundener Subsysteme genau zu re-
produzieren. Eine Variante besteht 
darin, zunächst die Elektronen-
dichte des Gesamtsystems über ei-
ne Kohn-Sham-DFT-Rechnung zu 
bestimmen. Nach Festlegung ei-
ner Umgebungselektronendichte 
erhält man so eine im Rahmen der 
Näherungen für Basissatz und 
Austausch-Korrelationsfunktional 
„exakte“ Referenz für die Ziel-Elek-
tronendichte des aktiven Systems. 
Über eine Inversion der Kohn-
Sham-artigen Gleichung für das ak-
tive System ist dann dasjenige Po-
tenzial zu bestimmen, dass eben-
diese Elektronendichte liefert.14–18) 

Eine ähnliche Methode verwendet 
ein iteratives Selbstkonsistenzver-
fahren, bei dem jede Iteration die 
Gesamtelektronendichte als Sum-
me der Teildichten berechnet. Ein 
OEP-Schritt erzeugt dann ein loka-
les Potenzial und die zugehörigen 
Orbitale, die diese Gesamtdichte 
reproduzieren. Daraus lässt sich 
dann ein neues nicht-additives ki-
netisches Energiepotenzial generie-
ren, das in die nächste Iteration 
eingeht.19, 20)

Da alle diese Verfahren eine 
Rechnung am Gesamtsystem erfor-
dern, liefern sie im Vergleich zu 
Kohn-Sham-DFT-Rechnungen kei-
nen Effizienzgewinn. Sie dienen 
zum einen als Referenz bei der Su-
che nach besseren Näherungen, 
zum anderen können sie vorteilhaft 
in Wellenfunktions-(WF-)/DFT-
Hybridverfahren eingesetzt wer-
den, wenn das zu untersuchende 
Gesamtsystem für die korrelierte 
Wellenfunktionsmethode zu groß 
ist, während Kohn-Sham-DFT-
Rechnungen noch ohne Probleme 
möglich sind. Allerdings stellt sich 
bei den Rekonstruktionsverfahren 
das Problem der Uneindeutigkeit 
der OEP, sofern die Orbitale in fini-
ten Basissätzen ausgedrückt wer-
den. Dieses Problem untersuchte 
Jacob, der auch vor dem Hinter-
grund des Einsatzes solcher Poten-
ziale in Einbettungsverfahren ein 
Kriterium vorgeschlagen hat, um 
ein OEP eindeutig festzulegen.21) 
Dazu wird gefordert, dass das OEP 
selbst bei einer Vergrößerung des 
Orbitalbasissatzes die Zielelektro-
nendichte reproduziert und somit 
das beste optimierte effektive Po-
tenzial darstellt.

Zu den jüngsten Entwicklungen 
bei der Suche nach „exakten“ Ein-
bettungsmethoden zählen Rech-
nungen an Systemen, für welche 
die funktionelle Form des nicht-
additiven kinetischen Energiepo-
tenzials analytisch angegeben wer-
den kann,22) sowie Einbettungsme-
thoden, die dieses Potenzial voll-
ständig vermeiden, da sie mit 
wechselseitig orthogonalen Subsys-
tem-Orbitalen arbeiten.23) Letzteres 
erreichen Projektionstechniken, wo-
bei auch hier eine Rechnung am 
Gesamtsystem nötig ist, die das 
Verfahren eher für WF/DFT-Hy-
bridmethoden qualifiziert. Manby 
et al. untersuchten auf diese Weise 
die Deprotonierungsenergie von 
Ethanol mit einer CCSD(T)/DFT-
Einbettung im Vergleich zu einer 
reinen DFT-Rechnung. Wurde das 
CH2OH-Teilfragment als aktives 
Subsystem in einer CCSD(T)/DFT-
Rechnung benutzt, so betrug die 
Abweichung der berechneten Ener-

gie vom CCSD(T)-Ergebnis ledig-
lich 4 kJ·mol–1, im Vergleich zu et-
wa 27 kJ·mol–1 Abweichung bei ei-
ner reinen DFT-Rechnung. 

Ausblick

S Subsystem-DFT- und dichteba-
sierte Einbettungsverfahren sind in 
den letzten Jahren, auch im Hin-
blick auf WF/DFT-Verfahren, wei-
terentwickelt worden. Viele Arbei-
ten richten sich auf die Anwendbar-
keit der Methoden für chemische 
Probleme. Speziell mit dem Einsatz 
und der Weiterentwicklung von 
WF/DFT-Verfahren bei elektro-
nisch angeregten Zuständen ist in 
Zukunft zu rechnen, etwa bei der 
Untersuchung photophysikalischer 
und photochemischer Prozesse in 
biologischen Systemen. Ein wichti-
ger Punkt dabei ist die Beschrei-
bung der dynamischen Polarisation 
der Umgebung als Reaktion auf 
elektronische Anregungen. Ver-
stärkt werden auch Methoden mit 
rekonstruierten Einbettungspoten-
zialen zum Einsatz kommen, um 
kovalent gebundene Subsysteme zu 
beschreiben. Dies kann insbeson-
dere genutzt werden, um hochkor-
relierte Wellenfunktionsmethoden 
zur Untersuchung chemischer Re-
aktionen in Systemen einzusetzen, 
die für die Wellenfunktionsmetho-
den allein zu groß sind. 
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Coupled-Cluster-Methoden

S Die (nicht-relativistische) Quan-
tenchemie wird durch die Schrö-
dinger-Gleichung beschrieben. Das 
in dieser Gleichung auftretende 
quantenmechanische Vielteilchen-
problem gehört zu den anspruchs-
vollsten mathematisch-numeri-
schen Problemen, da jedes Elek-
tron mit jedem anderen über die 
Coulomb-Abstoßung wechselwirkt. 
Obwohl diese Kraft immer nur 
paarweise auftritt, entsteht durch 
Verkettungen der Wechselwirkun-
gen ein Problem hoher Komplexi-
tät. Die exakte Lösung dieses Pro-
blems erfordert eine unendliche 
Reihenentwicklung und macht Nä-
herungsverfahren nötig. Ein sol-
ches ist die Coupled-Cluster-Me-
thode (CCM). 

Die CCM ist ein wellenfunkti-
onsbasiertes Ab-initio-Verfahren, 
das bei unendlichem Rechenauf-
wand exakte Lösungen der Schrö-
dinger-Gleichung liefern würde. 
Obwohl diese potenzielle Exaktheit 
zunächst akademisch erscheinen 
mag, ist sie von großer theoreti-
scher und praktischer Bedeutung. 
Sie erlaubt erstens eine Abschät-
zung der Konvergenz zum exakten 
Ergebnis und zweitens die Angabe 
von Fehlerschranken für Nähe-
rungsrechnungen. Darüber hinaus 
konvergiert die CCM vergleichs-
weise schnell, da der ihr zu Grunde 
liegende Wellenfunktionsansatz im 
Gegensatz zu anderen Ansätzen, et-
wa Configuration Interaction (CI), 
die richtige Struktur aufweist. Der 
Preis dieser positiven Eigenschaf-
ten ist der vergleichsweise hohe 
Rechenaufwand. 

Die vorgestellten Entwicklungen 
des letzten Jahres lassen sich wie 
folgt klassifizieren: In „Multirefe-
renzansätze“ und „Lokale oder 
r12-basierte Methoden und Anwen-
dungen“ geht es im weiteren Sinn 
um die Erhöhung der Effizienz der 
CCM. „Spezielle Ansätze“ behan-
delt ausgewählte, eher experimen-
telle Ansätze, während „Coupled 
Cluster für Kernwellenfunktionen“ 
über Fortschritte der CCM für die 

Kern-Schrödinger-Gleichung (zur 
Berechnung von Schwingungen) 
berichtet. 

Multireferenzansätze 

S Bei vielen chemischen Anwen-
dungsrechnungen – für beispiels-
weise Übergangszustände, Disso-
ziationen oder angeregte Zustände 
– tritt das Problem auf, dass die 
Wellenfunktion nicht von einer 
einzelnen Determinante dominiert 
wird. Die Standard-CCM, das 
 Single-Reference-Coupled-Cluster 
(SRCC), setzt diese Dominanz je-
doch für eine effiziente Expansion 
der Wellenfunktion voraus. Daher 
arbeiteten mehrere Forschergrup-
pen seit der Entwicklung des SRCC 
an der Verallgemeinerung des 
SRCC-Ansatzes auf einen Multire-
ferenzansatz (MRCC). Gemessen 
an der Zahl der Publikationen zählt 
dieses Forschungsfeld im letzten 
Jahr zu den aktivsten Coupled-
Cluster-verwandten Themengebie-
ten. Trotz dieses Forschungsauf-
wands bleibt das MRCC-Problem 
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