
praktikabel, als die im Formalismus 
auftretenden Mehrzentrenintegrale 
über RI-Näherungen in Form von 
niederdimensionalen Größen effi-
zient berechnet werden konnten.7,8) 

Einen anderen Ansatz, bei dem es 
um eine faktorisierende Darstellung 
mehrdimensionaler Größen geht, 
beschrieben anfangs der 1990er Jah-
re Häser und Almlöf zur Darstellung 
des Energienenners in der MP2-Me-
thode: das Laplace-MP2.9) Weiter 
seien auch Anwendungen der Cho-
lesky-Zerlegung (Cholesky-Decom-
position, CD) genannt, die sich als 
alternative Verfahren zu RI und DF 
etabliert haben.10–12) 

Viele neuere Publikationen bele-
gen die Fortschritte dieser Techniken 
und stellen zahlreiche methodische 

Tensorzerlegungen 
 

� Dass quantenchemische Verfah-
ren seit ein paar Jahren routine-
mäßig auf immer größere Systeme 
anwendbar sind, ist neben robusten 
und leistungsfähigen Methoden 
auch einer Reihe zusätzlicher Nähe-
rungen zu verdanken. Diese beein-
flussen das Ergebnis praktisch nicht, 
verringern den Rechenaufwand je-
doch stark (Abbildung 1). Bereits 
seit den 1970er Jahren reduzieren 
Näherungen wie Dichtefitting (DF) 
oder die „Resolution of the Identity“ 
(RI) den Aufwand bei der Berech-
nung von Coulombintegralen in 
DFT-Methoden.1–6) Auch die explizit 
korrelierten Verfahren wurden erst 
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Tensorzerlegungen haben ein enormes Potenzial für effizientere Näherungen in der Quantenchemie.  

Bei QM/MM-Ansätzen liegen heute die Herausforderungen darin, die vielen Freiheitsgrade realistisch zu 

behandeln. In der Quantendynamik werden angesichts der wachsenden Komplexität der untersuchten 

Systeme universell anwendbare Verfahren seltener.  
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Entwicklungen,13–17) neue Algorith-
men18–21) oder Anwendungen zur Be-
rechnung molekularer Eigenschaften 
von großen Systemen 22–25) vor. 

Grundsätzlich sind diese Nähe-
rungen dadurch motiviert, dass die 
zeitbestimmenden Schritte in Elek-
tronenstrukturmethoden meist von 
Manipulationen hochdimensionaler 
Matrizen (Tensoren) herrühren. Mit 
Tensorzerlegungsmethoden lassen 
sich hochdimensionale Tensoren 
über Kombinationen aus nieder-
dimensionalen Größen nähern (Ab-
bildung 2). Die daraus resultierende 
Reduktion der Dimensionalität ver-
ringert nicht nur den Speicherbedarf 
drastisch, sondern auch den Rechen-
aufwand. In den einfachsten Fällen 
geschieht dies dadurch, dass Objekte 
nunmehr im Speicher gehalten wer-
den können und der Festplatten-
zugriff entfällt oder sich die Neube-
rechnung vereinfacht. Oft ist aber 
auch eine reduziertes Skalierungsver-
halten des Rechenaufwands mit Sys-
tem- und Basissatzgröße der Grund. 

Für zweidimensionale Tensoren 
ist die Tensorzerlegung trivial. Hier 
entspricht die optimale Strategie der 
Singulärwertzerlegung. Dabei erhält 
man eine Matrix als Kombination der 
Eigenwerte und Eigenvektoren, so 
dass sich die Dimensionalität des Pro-
blems auf Vektoren reduziert. Für hö-
herdimensionale Größen ist dieses 
Problem allerdings nicht wohldefi-
niert, so dass es keine eindeutige Stra-

Abb. 1. Beispiele für Tensorzerlegungstechniken in der Quantenchemie. Entscheidend ist, dass die Tensoren auf der 

rechten Seite jeweils eine geringere Dimensionalität als die ursprünglichen Objekte aufweisen. 
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tegie gibt, wie beispielsweise vierdi-
mensionale Größen am besten über 
zwei- oder dreidimensionale Reprä-
sentationen darzustellen sind. 

Der Fluch der Dimensionen 

� Verfahren wie DF, RI und CD sind 
häufig auf bestimmte (zum Beispiel 
positiv semidefinite) Tensoren wie 
die Zweielektronenintegrale be-
schränkt. Das eigentliche Potenzial 
von Methoden zur Näherung hoch-
dimensionaler Größen mit nieder-
dimensionalen Darstellungen liegt je-
doch bei der Anwendung auf die 
Wellenfunktionsparameter in Post-
HF-Ansätzen. Configuration-Inter-
action(CI)-basierte Hierarchien lie-
fern zwar sehr genaue, systematisch 
verbesserbare Ergebnisse, weisen 
aber ein sehr hohes Skalierungsver-
halten des Rechenaufwandes mit Sys-
tem- und Basissatzgröße auf. Zum 
Beispiel skaliert der Rechenaufwand 
der CCSD(T)-Methode mit N7 (N als 
Maß für die Systemgröße) – eine Ver-
doppelung der Systemgröße erfordert 
somit die 128-fache Rechenzeit.  

So leiden nahezu alle klassischen 
Elektronenkorrelationsmethoden der 
Quantenchemie unter dem Fluch der 
Dimensionen. Dies äußert sich bei-
spielsweise bei Coupled-Cluster-Ver-
fahren in der Zahl der Wellenfunk-
tionsparameter: Im CCSDT wird bei-
spielsweise die Wellenfunktion unter 
anderem mit sechsdimensionalen 
Amplitudengrößen parametrisiert – 
der Aufwand zur Berechnung dieser 
enormen Zahl von Parametern ist 
meist noch ein oder zwei Potenzen 
höher als der Speicheraufwand. 

Ein Ansatz zur Lösung dieses Pro-
blems hat in den letzten Jahren stark 
an Popularität gewonnen: Lokale Nä-
herungen verringern die Skalierung 
des Rechenaufwands mit der System-
größe bis zur linearen Skalierung. Bei 
lokalen Näherungen wird eine Basis-
satzdarstellung gewählt, in der mög-
lichst viele Wellenfunktionsparame-
ter nahe Null und damit vernachläs-
sigbar sind. Ähnlich konzipiert sind 
auch Verfahren, die auf optimierten 
Orbitalsätzen wie Pair Natural Orbi-
tals oder dem Optimized Virtual Or-
bital Space basieren.26,27)  
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Allgemeine Tensorzerlegungsme-
thoden eröffnen hier neue Möglich-
keiten und neben Techniken wie RI, 
DF oder CD gibt es zahlreiche weitere 
dieser Art: So berichteten Bartlett et al. 
über einen Ansatz zur Reduktion des 
Rechenaufwandes von CCSD(T) über 
eine der Singulärwertzerlegung ver-
wandte Näherung der Dreifachan-
regungsamplituden.28) Vorteile dieser 
Ansätze sind zum Beispiel, dass Nähe-
rungen im Rahmen von Tensorzerle-
gungsmethoden meist über eine obere 
Fehlerschranke kontrollierbar und auf 
beliebige Tensoren anwendbar sind.  

Besonders interessant ist, dass die 
angewandte Mathematik verall-
gemeinerte Ansätze zur Tensorzerle-
gung für Multiparameter-Probleme, 
insbesondere für Elektronenstruk-
turmethoden in den letzten Jahren 
verstärkt diskutiert.29) So existieren 
zahlreiche Untersuchungen zu Dar-
stellungsformaten und Zerlegungs-
algorithmen, die der Konstruktion 
neuer Näherungen für Korrelations-
verfahren dienen können.30–33) 

Ein aktuelles Beispiel ist die erste 
Anwendung der Tensorzerlegung im 
kanonischen Format34,35) auf Tenso-
ren, wie sie im Rahmen von MP2- und 
Coupled-Cluster-Methoden auftreten. 
Dies belegt das große Potenzial des 
Ansatzes für Post-HF-Korrelations-
methoden, auch wenn effiziente Algo-
rithmen für die rigorose Tensorzerle-
gung in Coupled-Cluster-Methoden 
erst noch entwickelt werden müssen. 
Neben der Aussicht, für Verfahren wie 
CCSD(T) eine robuste Näherung mit 
niedrigem Skalierungsverhalten zu 
konstruieren, könnte so ein Weg ge-
funden werden, die Schrödingerglei-
chung im Rahmen eines tensorzerleg-
ten Full-CI- oder Full-CC-Algorith-
mus mit ungleich weniger Parametern 
und einem Skalierungverhalten in der 
Größenordnung von N6 zu lösen.  

Hinweise für die dramatische 
Überparametrisierung der klassi-
schen Korrelationsmethoden finden 
sich nicht nur in der DFT und bei 
den lokalen Näherungen. Auch Ver-
fahren wie der Density-Matrix-Re-
normalization-Group-Algorithmus 
stützen diese These, und in der Tat 
ist letzterer mit den Tensorzerle-
gungmethoden verwandt.36,37)  

RI/DF und Zerlegung für Zweielektronenintegrale:
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Nennerzerlegung nach Almlöf und Häser:
1

εi+εj−εa−εb
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Zerlegung der Mehrzentrenintegrale im r12-Ansatz:
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SVD der Dreifachanregungsamplituden nach Hino et al.:
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dem QM-Teil und dem MM-Teil zu 
trennen, dann werden sie auf der 
QM-Seite typischerweise mit zusätz-
lichen Wasserstoffatomen abgesät-
tigt. Kovalente Bindungen zwischen 
den beiden Teilen und ihre Behand-
lung sind wohl die größte Näherung 
im QM/MM-Energieausdruck. Tra-
ditionell wird zwischen einem addi-
tiven und einem subtraktiven Kopp-
lungsmodell unterschieden (letzte-
res ist auch unter dem Namen 
Oniom bekannt). Werden beide Me-
thoden jedoch korrekt und mit elek-
trostatischer Einbindung verwendet, 
unterscheiden sich die Energieaus-
drücke (abgesehen von der Imple-
mentierung) nur in unwesentlichen 
Details der Wechselwirkung der 
Link-Atome untereinander.  

Neue Entwicklungen 

� Selbst mit QM/MM lassen sich 
nicht beliebig viele Atome im Mo-
dell berücksichtigen. Es kommt 
deshalb zu Randeffekten. Bei Enzy-
men in Lösung gilt die Verwendung 
periodischer Randbedingungen als 
die realistischste Methode. Die 
Elektrostatik des Gesamtsystems 
einschließlich der QM-Elektronen-
dichte wird hier mit Gitter-Ewald-
Summen beschrieben.8) Alternativ 
können am äußeren Rand des Mo-
dells einige Atomlagen festgehalten 
werden; die inneren Atome sind bei 
der Strukturoptimierung oder Mo-
lekulardynamik beweglich. Da in 
solchen Ansätzen oft ein Großteil 
der Atome fixiert ist, diese aber we-
gen ihres elektrostatischen und ste-
rischen Einflusses nicht einfach 
vernachlässigbar sind, wurde die 
Generalized-Solvent-Boundary-Po-
tential(GSBP)-Methode ent wi -
ckelt.9,10) Den elektrostatischen 
Einfluss der festgehaltenen Atome 
beschreibt das Poisson-Boltzmann-
Verfahren, das die Zahl der Punkt-
ladungen im MM-Teil und damit im 
QM/MM-Hamiltonoperator deut-
lich reduziert. 

Um QM/MM-Simulationen zu be-
schleunigen, wird ausgenützt, dass 
einige wenige Freiheitsgrade des 
Systems die meiste Rechenzeit benö-
tigen. In mikroiterativer Struktur-

QM/MM: Quanten-
mechanik und em-
pirische Kraftfelder 
 

� Chemische Reaktionen sind oft 
auf einige wenige Atome und Bin-
dungen beschränkt. In der konden-
sierten Phase beeinflusst die Umge-
bung aber die Reaktion, indem sie an 
spezifischen Positionen sterisch 
mehr oder weniger Raum zur Ver-
fügung stellt oder die Reaktanden 
elektrostatisch polarisiert. Um diese 
Situation optimal zu nutzen, ver-
wendet man Quantenmechanik, um 
den chemisch aktiven Teil, und em-
pirische Kraftfelder, um die Umge-
bung zu beschreiben (Abbildung 1). 
Dieser QM/MM-Ansatz wurde be-
reits 1975 vorgeschlagen,1) aber erst 
ab Mitte der 1990er Jahre breit ange-
wandt. Besonders vielversprechend 
ist die Methode in Systemen, für die 
genaue Kraftfelder verfügbar sind. 
Das sind vor allem Enzyme, deren 
20 Aminosäuren in den letzten Jahr-
zehnten immer besser parametrisiert 
wurden. Aber auch für manche kata-
lytisch aktive, anorganische Oberflä-
chen gibt es verlässliche Kraftfel-
der.2) Je nach geforderter Genau-
igkeit und verfügbarer Rechenkapa-
zität eignen sich alle in der Quanten-
chemie verwendeten Methoden. 
Mehrere Übersichtsartikel fassten 
die Fortschritte des QM/MM-Verfah-
rens in den letzten Jahren zusam-
men.3–7) 

Energieausdruck 

� Die Kopplung der beiden Metho-
den, Quantenmechanik und Kraft-
felder, und damit der verwendete 
Energieausdruck, sind mittlerweile 
ausgereift. In elektrostatischer Ein-
bindung werden die Ladungen der 
Umgebungsatome in den Hamilton-
operator des quantenmechanischen 
Teils integriert; sie polarisieren so-
mit die Elektronendichte. Disper-
sionswechselwirkungen zwischen 
den beiden Teilen werden üblicher-
weise konsistent mit der Umgebung 
auf Kraftfeldniveau beschrieben. 
Sind kovalente Bindungen zwischen 
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